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Análisis Matemático I. Examen I

Ejercicio 1 (4 puntos).

1. Sean (E, d) y (E, ρ) dos espacios métricos de un mismo espacio E. Demostrar
que son equivalentes:

a) Las métricas d y ρ generan la misma topoloǵıa en E.

b) d(xn, x) → 0 si y solo si ρ(xn, x) → 0, siendo {xn}n∈N ⊂ E, x ∈ E.

2. Sea (E, d) un espacio métrico. Definimos ρ : E × E → R mediante:

ρ(x, y) = mı́n{1, d(x, y)} ∀x, y ∈ E

Demostrar que ρ es una métrica y que genera la misma topoloǵıa en E que d.

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea X = {f : [1,+∞[→ R continua | ĺım
x→∞

f(x) = 0}.
Demostrar que X es un espacio normado considerando

∥f∥ =
∞∑
n=1

|f(n)|
2n

+

∫ ∞

1

|f(x)|
x2

dx, f ∈ X

1. ¿Es la aplicación T : X → R definida por T (f) = f(4) lineal y continua?

2. ¿Es la aplicación T : X → R definida por T (f) = f(π) lineal y continua?

Ejercicio 3 (3 puntos). Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales,
continuidad de las derivadas parciales, y diferenciabilidad en (0, 0) de la función
f : R2 → R definida por:

f(x, y) =


x2 + y2

|x|+ |y|
sen(xy) si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)
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